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Resumen Dada una función bent f(x) de n variables de�nimos sus fun-
ciones de máximo y mínimo peso como las funciones booleanas f+(x) y
f−(x) cuyos soportes son los conjuntos M+ = {a ∈ Zn

2 | w(f ⊕ la) =
2n−1 + 2

n
2−1} y M− = {a ∈ Zn

2 | w(f ⊕ la) = 2n−1 − 2
n
2−1} respec-

tivamente, donde w(f ⊕ la) denota el peso de Hamming de la función
booleana f(x) ⊕ la(x) y la(x) es la función lineal de�nida por a ∈ Zn

2 .
Combinando los 4 minterms de 2 variables con las funciones de máximo
o mínimo peso de 4 funciones bent de n variables obtenemos una función
bent de n + 2 variables. Dado que no resulta fácil contar el número de
funciones bent obtenidas con dicha construcción, proporcionamos una
cota inferior de dicho número.

Palabras clave: Función booleana, función lineal, no linealidad, función
bent, minterm, soporte, función de máximo peso, base de Gauss-Jordan

1 Introducción

Las funciones booleanas se utilizan en diferentes aplicaciones criptográ�cas
tales como cifradores en bloque, cifradores en �ujo, funciones hash [7,10,25], en
teoría de códigos [5,22], entre otras. Con objeto de reducir al máximo las posi-
bilidades de éxito del criptoanálisis, tanto diferencial como lineal, necesitamos
funciones booleanas que posean buenas propiedades criptográ�cas. Para un nú-
mero par de variables, las funciones bent son funciones booleanas que poseen la
máxima no linealidad posible así como la menor autocorrelación posible [30,32],
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lo cual las hace especialmente apropiadas para resistir los criptoanálisis anterio-
res. Por ejemplo, la implementación de una S-box necesita funciones booleanas
no lineales para resistir ataques tales como el criptoanálisis diferencial [1,20,27].

El origen de las funciones bent se remonta a un artículo teórico de McFarland
[24] sobre conjuntos de diferencias en grupos �nitos no cíclicos. Posteriormente
Dillon [17] sistematizó y extendió las ideas de McFarland proporcionando una
gran cantidad de propiedades. El nombre bent con el que se conocen estas fun-
ciones se debe a Rothaus [29]; desde entonces estas funciones han sido objeto
de estudio en muchas áreas como se desprende de la abundante literatura al
respecto (véase por ejemplo [2,3,4,8,11,12,18,19,21,23,26,28] y las referencias en
ellas incluidas).

Hay diferentes métodos para obtener funciones bent, muchos de ellos basados
en la forma normal algebraica de una función booleana y en la transformada de
Fourier (o Walsh) (véase, por ejemplo, [2,11,32]). Sin embargo, para un entero par
n, nosotros [14,15] usamos la representación clásica de las funciones booleanas a
través de minterms para construir funciones bent de n+ 2 variables a partir de
algunas funciones bent de n variables.

Tanto el uso de la forma normal algebraica como el de la tabla de verdad
(equivalentemente, la expresión como suma de minterms), tienen sus ventajas y
desventajas. Por ejemplo, la forma normal algebraica de una función booleana
f(x) de n variables proporciona directamente su grado y, si es mayor que n/2
se puede asegurar que f(x) no es una función bent (véase [29]); sin embargo,
no conocemos la cardinalidad de su soporte (es decir, el número de minterms).
Por otro lado, si conocemos la tabla de verdad de f(x), sabemos si su soporte
tiene el número necesario de minterms o no para ser una función bent, pero no
conocemos su grado.

Cabe destacar que no existe un método que permita generar todas las fun-
ciones bent, excepto para algunos casos particulares. Por ejemplo, para n = 2
solamente hay 8 funciones bent; para n = 4 sólo existen 896 funciones bent y
para n = 6, Chang [13] probó que el número de funciones bent es 5 425 430 528.
Sin embargo, su clasi�cación o determinación para n ≥ 8 continúa siendo un
problema abierto. Como comentamos al �nal de la sección 2, nosotros estamos
intereados en la obtención del número de funciones bent distintas que podemos
construir y no en el número de clases de funciones afínmente equivalentes.

El resto del artículo está organizado como sigue. En la sección 2 introducimos
algunos conceptos básicos, la notación que utilizaremos a lo largo del artículo
y algunos resultados de [14] necesarios para el seguimiento de este artículo,
que puede ser considerado como la segunda parte de aquel. En la sección 3
introducimos los resultados que nos proporcionarán una cota inferior del número
de funciones bent construidas de acuerdo con la construcción general introducida
en [14]. Finalmente en la sección 4 presentamos algunas conclusiones.



2 Preliminares

Consideremos el cuerpo binario Z2 con la adición módulo 2 (denotada por
⊕) y la multiplicación módulo 2 (denotada por yuxtaposición). Para cualquier
entero positivo n, sabemos que Zn

2 es un espacio vectorial sobre Z2 con la adición
⊕ dada por

a⊕ b = (a1 ⊕ b1, a2 ⊕ b2, . . . , an ⊕ bn)

para a = (a1, a2, . . . , an) y b = (b1, b2, . . . , bn) en Zn
2 . En Zn

2 consideramos
también el producto interno

〈a, b〉 = a1b1 ⊕ a2b2 ⊕ · · · ⊕ anbn

de a y b. Denotamos por ei = (e(i)1 , e
(i)
2 , . . . , e

(i)
n−1, e

(i)
n ) ∈ Zn

2 la expansión binaria
de n dígitos de i, es decir

e
(i)
1 2n−1 + e

(i)
2 2n−2 + · · ·+ e

(i)
n−12

1 + e(i)n 20 = i.

Con esta representación, podemos identi�car el vector ei con el entero i y, en
consecuencia, podemos identi�car Zn

2 con Z2n .
Decimos que el conjunto {u1,u2, . . . ,uk} ⊆ Zn

2 es una base de Gauss-
Jordan de cardinalidad k si la matriz cuyas �las son u1,u2, . . . ,uk está en
forma escalonada reducida (vease [9,16]).

Una función booleana de n variables es una aplicación f : Zn
2 −→ Z2. El con-

junto Bn de todas las funciones booleanas de n variables es un espacio vectorial
sobre Z2 con la adición usual de funciones ⊕ dada por

(f ⊕ g)(x) = f(x)⊕ g(x), para f, g ∈ Bn.

Si f ∈ Bn, llamamos tabla de verdad de f a la (0, 1)-secuencia de longitud
2n dada por

ξf = (f(e0), f(e1), . . . , f(e2n−1)).

La tabla de verdad de una función booleana queda perfectamente determinada a
partir de sus minterms. Un minterm en las variables x1, x2, . . . , xn es la función
booleana dada por

m(u1,u2,...,un)(x1, x2, . . . , xn) = (1⊕ u1 ⊕ x1)(1⊕ u2 ⊕ x2) · · · (1⊕ un ⊕ xn).

Para i = 0, 1, 2, . . . , 2n − 1, es evidente que mei
(x) = 1 si y sólo si x = ei.

Cuando no haya lugar a confusión, escribiremos mi(x) en lugar de mei
(x). Por

tanto, la tabla de verdad

(mi(e0), mi(e1), . . . , mi(e2n−1))

de mi(x) tiene un 1 en la i-ésima posición y 0 en las restantes. En consecuencia,

2n−1⊕
i=0

mi(x) = 1. (1)



También, como mi(x) = mj(x) si y sólo si i = j, podemos identi�car el minterm
mi(x) con el entero i (o con el vector ei según convenga).

Ahora, para cualquier f ∈ Bn es fácil comprobar que

f(x) =
2n−1⊕
i=0

f(ei) mi(x) (2)

y como la igualdad
2n−1⊕
i=0

ai mi(x) = 0

implica ai = 0 para i = 0, 1, 2, . . . , 2n − 1, podemos a�rmar que el conjunto
{m0,m1,m2, . . . ,m2n−1} es una base de Bn.

Llamamos soporte de f al conjunto

M = {a ∈ Zn
2 | f(a) = 1} o M = {i ∈ Z2n | f(ei) = 1}

de acuerdo con la expresión (2) y la identi�cación de Zn
2 con Z2n . Así, M es el

conjunto de minterms de f(x). De esta forma, podemos escribir la expresión (2)
como

f(x) =
⊕
i∈M

mi(x)

donde M es un subconjunto de Zn
2 o de Z2n , según convenga.

El peso de Hamming, o simplemente peso de una (0, 1)-secuencia α, que
denotamos por w(α), es el número de 1 de α. El peso de Hamming de una función
booleana f(x), que denotamos por w(f), es el peso de Hamming de su tabla de
verdad ξf ; es decir, w(f) = w(ξf ) y, en consecuencia, w(f) es el número de
minterms en la expresión de f(x) como suma de minterms, o equivalentemente,
el cardinal del soporte de f(x).

Decimos que f ∈ Bn es una función afín si

f(x) = la(x)⊕ b

donde a ∈ Zn
2 , b ∈ Z2 y la(x) = 〈a,x〉. Si b = 0, decimos que f es una función

lineal.
De�nimos la no linealidad de una función f ∈ Bn como

NL(f) = min{d(f, ϕ) | ϕ ∈ An}

donde An ⊆ Bn es el conjunto de todas las funciones a�nes y la distancia d(f, g),
para f, g ∈ Bn, está de�nida como d(f, g) = w(f ⊕ g). La no linealidad de f está
acotada superiormente (véase [32]) por

NL(f) ≤ 2n−1 − 2
n
2−1.

Llamamos funciones bent a las funciones booleanas que alcanzan la máxima
no linealidad (véase [32]). Por tanto, las funciones bent solamente existen para
n par.

El resultado siguiente (véase [31,32]), que enunciamos para futuras referen-
cias, proporciona una caracterización de las funciones bent.



Teorema 1. Sea f(x) una función booleana de n variables. f(x) es una función
bent si y sólo si el número de 1 de la tabla de verdad de la función booleana
f(x)⊕ la(x) es 2n−1 ± 2

n
2−1 para todo a ∈ Zn

2 .

Como consecuencia del teorema anterior, si f(x) es una función bent, enton-
ces el número de 1 de su tabla de verdad es 2n−1 ± 2

n
2−1, o equivalentemente,

w(f) = 2n−1 ± 2
n
2−1. Además, 1⊕ f(x) y f(x)⊕ la(x) son funciones bent para

todo a ∈ Zn
2 .

Supongamos que f(x) es una función bent de n variables, entonces, de acuer-
do con el teorema 1, podemos a�rmar que w(f ⊕ la) = 2n−1 ± 2

n
2−1 para todo

a ∈ Zn
2 , lo cual motiva la de�nición siguiente.

De�nición 1. Sea f(x) una función bent de n variables. Llamamos función
de máximo peso de f(x) a la función

f+(x) =
⊕

a∈M+

ma(x)

donde
M+ = {a ∈ Zn

2 | w(f ⊕ la) = 2n−1 + 2
n
2−1}

es el conjunto de máximo peso de f(x).
Análogamente, llamamos función de mínimo peso de f(x) a la función

f−(x) =
⊕

a∈M−

ma(x)

donde
M− = {a ∈ Zn

2 | w(f ⊕ la) = 2n−1 − 2
n
2−1}

es el conjunto de mínimo peso de f(x).

Notemos que al ser f(x) una función bent, por el teorema 1 y la expresión
(1) tenemos que

f−(x) = 1⊕ f+(x), (3)

es decir, la función de mínimo peso de f(x) es la función complementaria de la
función de máximo peso de f(x).

Notemos también que, en general, f+ 6= f 6= f−,

w(f+) 6= 2n−1 + 2
n
2−1 y w(f−) 6= 2n−1 − 2

n
2−1

como ponemos de mani�esto en la tabla 1 que muestra la relación entre f , f+

y f− cuando f recorre el conjunto formado por las ocho funciones bent de 2
variables.

Para una función bent f(x) de n variables, en [14] introdujimos la función
f+(x) como f?(x), la llamamos función dual de f(x) y probamos que también
era una función bent. Los resultados siguientes recogen, para futuras referencias,
los resultados más importantes de dicho artículo.



f f+ f−

m0 m1 ⊕m2 ⊕m3 m0

m1 m2 m0 ⊕m1 ⊕m2

m2 m1 m0 ⊕m2 ⊕m3

m3 m3 m0 ⊕m1 ⊕m3

m0 ⊕m1 ⊕m2 m0 ⊕m1 ⊕m2 m3

m0 ⊕m1 ⊕m3 m0 ⊕m2 ⊕m3 m1

m0 ⊕m2 ⊕m3 m0 ⊕m1 ⊕m3 m2

m1 ⊕m2 ⊕m3 m0 m1 ⊕m2 ⊕m3

Tabla 1. Funciones de máximo y mínimo peso de las ocho funciones bent de 2 variables

Teorema 2 (Teorema 2 de [14]). Si f(x) es una función bent de n variables,
entonces su función de máximo peso f+(x) también es una función bent de n
variables.

Teorema 3.

1. (Corolario 1 de [14]). Sea f(x) una función bent de n variables. Si g(x) =
1⊕ f(x), entonces g+(x) = 1⊕ f+(x).

2. (Corolario 2 de [14]). Si f(x) es una función bent de n variables, entonces

f++(x) = f(x).
3. (Corolario 3 de [14]). Sean f(x) y g(x) funciones bent de n variables. Si

f(x) 6= g(x), entonces f+(x) 6= g+(x).

Teorema 4 (Teorema 3 de [14]). Sean f0(x), f1(x), f2(x) y f3(x) cuatro
funciones bent de n variables (no necesariamente distintas) tales que

f0(x)⊕ f1(x)⊕ f2(x)⊕ f3(x) = 1. (4)

Si (i0, i1, i2, i3) es una permutación de (0, 1, 2, 3) e y = (y1, y2) es un vector de
dos variables, entonces

F (y,x) = mi0(y) f+
0 (x)⊕mi1(y) f+

1 (x)⊕mi2(y) f+
2 (x)⊕mi3(y) f+

3 (x)

es una función bent de n+ 2 variables.

Notemos que como consecuencia de la expresión (3), los resultados anteriores
son también válidos si cambiamos las funciones de peso máximo por las corres-
pondientes funciones de peso mínimo.

Determinar todas las cuaternas (f0(x), f1(x), f2(x), f3(x)) de funciones bent
de n variables que satisfacen la expresión (4) no es fácil. Sin embargo, si f(x) y
g(x) son funciones bent de n variables, entonces las cuaternas

(f(x), f(x), f(x), 1⊕ f(x)) (5)

(f(x), f(x), g(x), 1⊕ g(x)) (6)

satisfacen, evidentemente, la expresión (4) con lo que tenemos el resultado si-
guiente.



Teorema 5.

1. (Corolario 4 de [14]). Si f(x) es una función bent n variables e i ∈
{0, 1, 2, 3}, entonces

Af (y,x) = f+(x)⊕mi(y)

es una función bent de n+ 2 variables.
2. (Corolario 5 de [14]). Si f(x) y g(x) son funciones bent de n variables e

(i0, i1, i2, i3) es una permutación de (0, 1, 2, 3), entonces

Bf,g(y,x) = (mi0(y)⊕mi1(y)) f+(x)⊕mi2(y)g+(x)⊕mi3(y)
(
1⊕ g+(x)

)
es una función bent de n+ 2 variables.

Ahora, si en el teorema 5.2 exigimos que g(x) 6= f(x) y g(x) 6= 1 ⊕ f(x),
entonces todas las funciones bent construidas de acuerdo con el teorema 5 son
distintas entre sí. Por tanto, si denotamos por νn el número de funciones bent
de n variables, tenemos que

6ν2
n − 8νn (7)

es el número de funciones bent de n + 2 variables que podemos construir de
acuerdo con el teorema 5 (vease [14, página 15]).

Fuera de los casos particulares proporcionados por el teorema 5 resulta difí-
cil contar cuántas cuaternas (f0(x), f1(x), f2(x), f3(x)) de funciones bent de n
variables satisfacen la expresión (4), excluidas las correspondientes a las expre-
siones (5) y (6) y, por tanto, resulta difícil contar cuántas funciones bent de n+2
variables distintas proporciona el teorema 4. En la sección siguiente establecere-
mos una cota inferior de dicho número que, a partir de ahora, denotaremos por
ωn.

Antes de pasar a la sección siguiente, recordemos que dos funciones boolea-
nas f(x) y g(x) son afínmente equivalentes si existe una matriz invertible
A de tamaño n × n y un vector a ∈ Zn

2 tales que g(x) = f(xA ⊕ a) y en tal
caso (váse por ejemplo [6]) g(x) es bent si y sólo si f(x) lo es. En consecuen-
cia, muchos autores trabajan en el problema de encontrar el número de clases
de funciones afínmente equivalentes y sus representantes. Sin embargo, nosotros
estamos interesados en el problema de obtener el número de funciones bent dis-
tintas que existen o que podemos construir, ya que el hecho de que dos funciones
bent sean afínmente equivalentes no implica que sean distintas como ponemos
de mani�esto en el ejemplo siguiente.

Ejemplo 1. Consideremos la función bent

f(x) = m0(x)⊕m1(x)⊕m2(x)⊕m4(x)⊕m8(x)⊕m15(x)

de 4 variables, la matriz invertible

A =


0 0 0 1
0 0 1 1
0 1 0 1
1 1 1 0





y el vector a = (0, 0, 0, 1). Es fácil comprobar que las funciones f(xA ⊕ a) y
f(x) tienen la misma tabla de verdad y, en consecuencia, que son iguales.

3 Resultados principales

Sean f(x) y g(x) funciones bent de n variables, supongamos que a, b ∈ Zn
2

y consideremos las cuaternas de funciones bent

(f(x), f(x)⊕ la(x), g(x)⊕ lb(x), 1⊕ g(x)⊕ la⊕b(x)) . (8)

Como la⊕b(x) = la(x) ⊕ lb(x), es evidente que dicha cuaterna satisface la ex-
presión (4). Antes de continuar, notemos que si tomamos a = b = 0, entonces
las cuaternas (5) y (6) son un caso particular de la cuaterna anterior cuando
g(x) = f(x) y g(x) 6= f(x) respectivamente. Por tanto, sólo necesitamos consi-
derar los dos casos siguientes (justi�caremos esta a�rmación más adelante).

Teorema 6. Sean a, b ∈ Zn
2 \ {0} con a 6= b. Si f(x) es una función bent de n

variables e (i0, i1, i2, i3) es una permutación de (0, 1, 2, 3), entonces

Cf,a,b(y,x) = mi0(y)f+(x)⊕mi1(y)(f ⊕ la)+(x)

⊕mi2(y)(f ⊕ lb)+(x)⊕mi3(y)
(
1⊕ (f ⊕ la⊕b)

+(x)
)

es una función bent de n+ 2 variables.

Teorema 7. Sean a, b ∈ Zn
2 \ {0} con a 6= b. Si f(x) y g(x) son funciones

bent de n variables tales que f(x) 6= g(x) e (i0, i1, i2, i3) es una permutación de
(0, 1, 2, 3), entonces

Df,g,a,b(y,x) = mi0(y)f+(x)⊕mi1(y)(f ⊕ la)+(x)

⊕mi2(y)(g ⊕ lb)+(x)⊕mi3(y)
(
1⊕ (g ⊕ la⊕b)

+(x)
)

es una función bent de n+ 2 variables.

Notemos que no todas las funciones bent proporcionadas por el teorema 6
son distintas entre sí como ponemos de mani�esto en el ejemplo siguiente.

Ejemplo 2. Supongamos que n = 2, consideremos los vectores a = 1 = (0, 1) y
b = 2 = (1, 0), la función bent f(x) = m1(x)⊕m2(x)⊕m3(x) y la permutación
(0, 2, 1, 3) de (0, 1, 2, 3). Entonces

l1(x) = m1(x)⊕m3(x), l2(x) = m2(x)⊕m3(x) y l1⊕2(x) = m1(x)⊕m2(x)

y, de acuerdo con el teorema 6 y la tabla 1, tenemos que

Cf,a,b(y,x) = m0(y)f+(x)⊕m2(y)(f ⊕ l1)+(x)

⊕m1(y)(f ⊕ l2)+(x)⊕m3(y)
(
1⊕ (f ⊕ l3)+(x)

)



= m0(y)m0(x)⊕m2(y)m2(x)⊕m1(y)m1(x)⊕m3(y) (1⊕m3(x)) .

Por otro lado, si considereamos los vectores u = 1 = (0, 1) y v = 3 = (1, 1), la
función bent g(x) = m2(x), y la permutación (1, 0, 2, 3) de (0, 1, 2, 3), entonces,
procediendo como en el caso anterior tenemos que

Cg,u,v(y,x) = m1(y)g+(x)⊕m0(y)(g ⊕ l1)+(x)

⊕m2(y)(g ⊕ l3)+(x)⊕m3(y)
(
1⊕ (g ⊕ l2)+(x)

)
= m1(y)m1(x)⊕m0(y)m0(x)⊕m2(y)m2(x)⊕m3(y) (1⊕m3(x))

que evidentemente coincide con Cf,a,b(y,x).

Notemos que en el ejemplo anterior {1,2} y {1,3} son bases del mismo subes-
pacio vectorial {0,1,2,3} de Zn

2 . Con el �n de evitar esta situación, considerare-
mos solamente vectores a, b ∈ Zn

2 tales que {a, b} es una base de Gauss-Jordan
de Zn

2 de cardinalidad 2. El resultado siguiente establece que las funciones bent
construidas de acuerdo con el teorema 6 son distintas dos a dos si {a, b} es una
base de Gauss-Jordan de Zn

2 de cardinalidad 2.

Lema 1. Sean f(x) y p(x) dos funciones bent de n variables. Supongamos que
Cf,a,b(y,x) es la función bent de n + 2 variables construida de acuerdo con el
teorema 6 utilizando f(x), la base de Gauss-Jordan {a, b} de Zn

2 de cardina-
lidad 2 y la permutación (i0, i1, i2, i3) de (0, 1, 2, 3). Supongamos también que
Cp,u,v(y,x) es la función bent de n + 2 variables construida de acuerdo con el
teorema 6 utilizando p(x), la base de Gauss-Jordan {u,v} de Zn

2 de cardina-
lidad 2 y la permutación (j0, j1, j2, j3) de (0, 1, 2, 3). Si f(x) 6= p(x), entonces
Cf,a,b(y,x) 6= Cp,u,v(y,x).

Demostración. Si ξ y η son las tablas de verdad de f(x) y p(x) respectivamente,
entonces las tablas de verdad de Cf,a,b(y,x) y Cp,u,v(y,x) tienen cuatro bloques
(no necesariamente en dicho orden y no necesariamente el mismo orden para las
dos):

Cf,a,b : ξ+ (ξ ⊕Λa)+ (ξ ⊕Λb)
+ 1⊕ (ξ ⊕Λa⊕b)

+

Cp,u,v : η+ (η ⊕Λu)+ (η ⊕Λv)+ 1⊕ (η ⊕Λu⊕v)+

donde Λa, Λb, Λa⊕b, Λu, Λv y Λu⊕v son las tablas de verdad de las funciones
lineales la(x), lb(x), la⊕b(x), lu(x), lv(x) y lu⊕v(x) respectivamente, y 1 es la
tabla de verdad de la función constante 1.

Si Cf,a,b(y,x) = Cp,u,v(y,x), entonces los cuatro bloques de la segunda �la
son una permutación de los cuatro bloques de la primera �la. Ahora bien, si
consideramos los 4! casos correspondientes a dichas permutaciones obtenemos,
utilizando el teorema 3, que f(x) = p(x), o que lc(x) = 1 para algún c ∈ Zn

2

que depende de los vectores a, b, u y v, o que

(u,v) ∈ {(a,a⊕ b), (b,a⊕ b), (a⊕ b,a), (a⊕ b, b)} . (9)



En cualquier caso tenemos una contradicción ya que f(x) 6= p(x) por hipótesis,
lc(x) 6= 1 para todo c ∈ Zn

2 , y si se satisface la relación (9), entonces {a, b} y
{u,v} no pueden ser simultáneamente bases de Gauss-Jordan de cardinalidad 2.
En consecuencia, Cf,a,b(y,x) 6= Cp,u,v(y,x). ut

Ahora, como consecuencia inmediata del lema anterior tenemos el resultado
siguiente que establece el número de funciones bent de n+ 2 variables distintas
que podemos construir de acuerdo con el teorema 6.

Teorema 8. Si νn es el número de funciones bent de n variables, entonces el
número de funciones bent de n + 2 variables distintas que podemos construir
utilizando el teorema 6 es

4!
3

(
2n − 1

2

)
νn. (10)

Demostración. De acuerdo con el lema 1, utilizando el teorema 6 podemos cons-
truir 4!νnN(n, 2) funciones bent de n+2 variables, donde N(n, 2) es el número de
bases de Gauss-Jordan de Zn

2 de cardinalidad 2. Ahora bien, como cada subes-
pacio vectorial de dimensión 2 de Zn

2 tiene una única base de Gauss-Jordan
de cardinalidad 2, tenemos que N(n, 2) coincide con el número de subespacios
vectoriales de Zn

2 de dimensión 2; por tanto (véase [33, página 46])

N(n, 2) =
(2n − 1)(2n − 2)
(22 − 1)(22 − 2)

=
1
3

(
2n − 1

2

)
con lo que la expresión (10) representa el número de funciones bent de n + 2
variables distintas que proporciona el teorema 6. ut

Igual que ocurría con el teorema 6, tampoco todas las funciones bent cons-
truidas de acuerdo con el teorema 7 son distintas entre sí como ponemos de
mani�esto en el ejemplo siguiente.

Ejemplo 3. Supongamos que n = 2, consideremos los vectores a = 1 = (0, 1)
y b = 2 = (1, 0), las funciones bent f(x) = m0(x) y g(x) = 1 ⊕ m3(x), y la
permutación (0, 1, 2, 3) de (0, 1, 2, 3). De acuerdo con el teorema 7 y la tabla 1
(véase también el ejemplo 2 para las funciones l1(x), l2(x) y l3(x)), tenemos que

Df,g,a,b(y,x) = m0(y)f+(x)⊕m2(y)(f ⊕ l1)+(x)

⊕m1(y)(g ⊕ l2)+(x)⊕m3(y)
(
1⊕ (g ⊕ l3)+(x)

)
= m0(y) (m1(x)⊕m2(x)⊕m3(x))
⊕ (m1(y)⊕m2(y)) (m0(x)⊕m2(x)⊕m3(x))⊕m3(y)m0(x).

Por otro lado, si considereamos los vectores u = 1 = (0, 1) y v = 3 =
(1, 1), las funciones bent p(x) = m0(x) ⊕ m1(x) ⊕ m3(x) y q(x) = m3(x), y
la permutación (1, 0, 3, 2) de (0, 1, 2, 3), entonces, procediendo como en el caso
anterior, tenemos que

Dp,q,u,v(y,x) = m1(y)p+(x)⊕m0(y)(p⊕ l1)+(x)



⊕m3(y)(q ⊕ l3)+(x)⊕m2(y)
(
1⊕ (q ⊕ l2)+(x)

)
= m0(y) (m1(x)⊕m2(x)⊕m3(x))
⊕ (m1(y)⊕m2(y)) (m0(x)⊕m2(x)⊕m3(x))⊕m3(y)m0(x)

que evidentemente coincide con Df,g,a,b(y,x).

Notemos que en el ejemplo anterior se satisfacen las igualdades

g(x) = f(x)⊕ l3(x) y q(x) = p(x)⊕ l2(x)⊕ 1.

Por tanto, para evitar estas situaciones, en la construcción de las funciones
Df,g,a,b(y,x) proporcionadas por el teorema 7 supondremos siempre que

g(x) 6= f(x)⊕ lc(x)⊕ c, para todo (c, c) ∈ Zn
2 × Z2.

El resultado siguiente, cuya demostración es similar a la del lema 1 y que por
tanto omitimos, establece que las funciones bent construidas de acuerdo con el
teorema 7 son distintas dos a dos cuando las funciones f(x) y g(x) satisfacen la
desigualdad anterior.

Lema 2. Supongamos que f(x), g(x), p(x) y q(x) son funciones bent de n
variables tales que

g(x) 6= f(x)⊕ lc(x)⊕ c y q(x) 6= p(x)⊕ lc(x)⊕ c, para todo (c, c) ∈ Zn
2 × Z2.

Supongamos que Df,g,a,b(y,x) es la función bent construida de acuerdo con el
teorema 7 utilizando las funciones bent f(x) y g(x), los vectores a y b de Zn

2

(con a 6= b) y la permutación (i0, i1, i2, i3) de (0, 1, 2, 3). Supongamos también
que Dp,q,u,v(y,x) es la función bent construida de acuerdo con el teorema 7
utilizando las funciones bent p(x) y q(x), los vectores u y v de Zn

2 (con u 6= v) y
la permutación (j0, j1, j2, j3) de (0, 1, 2, 3). Si f(x) 6= p(x) y f(x) 6= p(x)⊕lu(x),
entonces Df,g,a,b(y,x) 6= Dp,q,u,v(y,x).

Ahora, como consecuencia inmediata del lema anterior tenemos el resultado
siguiente que establece el número de funciones bent de n+ 2 variables distintas
que podemos construir de acuerdo con el teorema 7.

Teorema 9. Si νn es el número de funciones bent de n variables, entonces el
número de funciones bent de n + 2 variables distintas que podemos construir
utilizando el teorema 7 es

4!
(

2n − 1
2

)
νn

2n

( νn

2n+1
− 1
)
. (11)

Demostración. Como consecuencia del lema 2 podemos elegir f(x) de νn/2n

formas distintas y, una vez �jada f(x), podemos elegir g(x) de νn/2n+1 − 1
formas distintas. Por otro lado, puesto que podemos elegir los vectores a y b de(
2n−1

2

)
formas distintas y dado que hay 4! permutaciones distintas de (0, 1, 2, 3),

tenemos que la expresión (11) representa el número de funciones bent de n + 2
variables distintas que proporciona el teorema 7. ut



El resultado siguiente, cuya demostración es análoga a la de los lemas 1
y 2 y que por tanto omitimos, establece que ninguna de las funciones bent
construidas de acuerdo con el teorema 6 coincide con ninguna de las funciones
bent proporcionadas por el teorema 7 y viceversa.

Lema 3. Supongamos que f(x), p(x) y q(x) son funciones bent de n variables
tales que

q(x) 6= p(x)⊕ lc(x)⊕ c para todo (c, c) ∈ Zn
2 × Z2.

Supongamos que Cf,a,b(y,x) es la función bent construida de acuerdo con el teo-
rema 6 utilizando la función bent f(x), la base de Gauss-Jordan {a, b} de Zn

2 de
cardinalidad 2 y la permutación (i0, i1, i2, i3) de (0, 1, 2, 3). Supongamos también
que Dp,q,u,v(y,x) es la función bent construida de acuerdo con el teorema 7 uti-
lizando las funciones bent p(x) y q(x), los vectores u y v de Zn

2 (con u 6= v) y la
permutación (j0, j1, j2, j3) de (0, 1, 2, 3). Entonces Cf,a,b(y,x) 6= Dp,q,u,v(y,x).

Ahora, como consecuencia del lema 3 y de los teoremas 8 y 9 podemos enun-
ciar el resultado siguiente que establece el número de funciones bent de n + 2
variables distintas que podemos construir de acuerdo con los teoremas 6 y 7.

Corolario 1. Si νn es el número de funciones bent de n variables, entonces el
número de funciones bent de n + 2 variables distintas que podemos construir
utilizando los teoremas 6 y 7 es

4!
(

2n − 1
2

)
νn

(
1
3

+
1
2n

( νn

2n+1
− 1
))

.

Demostración. Basta sumar las expresiones (10) y (11) para obtener el resul-
tado ya que, por el lema 3, las funciones bent construidas de acuerdo con los
teoremas 6 y 7 son distintas entre sí. ut

Finalmente, tal como habíamos anunciado al inicio de la sección, cualquier
otra posible elección de los vectores a y b, o de las funciones f(x) y g(x), puede
ser reducida a uno de los casos considerados en los teoremas 5, 6 y 7 (junto con
las condiciones adicionales del lema 2). Por ejemplo:

� Si a = 0 y b 6= 0, entonces la 4-tupla de la expresión (8) se convierte en

(f(x), f(x), g(x)⊕ lb(x), 1⊕ g(x)⊕ lb(x))

que corresponde al teorema 5.1 si f(x) = g(x) ⊕ lb(x), o al teorema 5.2 si
f(x) 6= g(x)⊕ lb(x).

� Si a 6= 0 y b = 0, entonces la 4-tupla de la expresión (8) se convierte en

(f(x), f(x)⊕ la(x), g(x), 1⊕ g(x)⊕ la(x))

que corresponde al teorema 5.1 si g(x) = f(x), g(x) = 1 ⊕ f(x), g(x) =
f(x) ⊕ la(x) o g(x) = 1 ⊕ f(x) ⊕ la(x); o al teorema 7 (junto con las
condiciones adicionales del lema 2) si g(x) 6= f(x), g(x) 6= 1⊕ f(x), g(x) 6=
f(x)⊕ la(x) o g(x) 6= 1⊕ f(x)⊕ la(x).



Mediante un razonamiento análogo al utilizado en los lemas 1, 2 y 3, po-
demos probar que ninguna de las funciones bent construida de acuerdo con el
teorema 5 puede ser obtenida por los teoremas 6 y 7 y viceversa. Por tanto, como
consecuencia del corolario 1 tenemos el resultado siguiente.

Corolario 2. Si νn es el número de funciones bent de n variables y ωn es el
número de 4-tuplas de funciones bent que satisfacen la ecuación (4), excluyendo
las correspondientes a los casos contemplados en el teorema 5, entonces

ωn ≥
(

2n − 1
2

)
νn

(
1
3

+
1
2n

( νn

2n+1
− 1
))

.

Finalmente, de la expresión (7) y el corolario anterior tenemos que el teore-
ma 4 proporciona, al menos,

6ν2
n +

(
−8 + 24

(
2n − 1

2

)(
1
3

+
1
2n

( νn

2n+1
− 1
)))

νn

funciones bent de n+2 variables distintas. Así, nuestra construcción proporciona
512 funciones bent de 4 variables, 9 372 608 funciones bent de 6 variables y
345 031 196 824 408 177 152 funciones bent de 8 variables. Como no conocemos el
valor de ν8, no podemos determinar el número de funciones bent que podemos
construir.

4 Conclusiones

En [14] presentamos un método general para obtener funciones bent de n+2
variables a partir de 4 funciones bent f0(x), f1(x), f2(x) y f3(x) de n variables
que satisfacen la condición expresada por la ecuación (4). En este artículo hemos
introducido una familia de cuaternas de funciones bent de n variables que satis-
facen dicha condición y establecido el número de funciones bent de n+2 variables
que podemos construir a partir de dichas cuaternas, obteniendo, en consecuen-
cia, una cota inferior del número de funciones bent que se pueden obtener a
partir del método general introducido en [14].
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