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Resumen Dada una funcién bent f(x) de n variables definimos sus fun-
ciones de maximo y minimo peso como las funciones booleanas f*(x) y
[~ (x) cuyos soportes son los conjuntos M = {a € Z3 | w(f ®la) =
423 Ny M- ={aeZi | w(f®ld) =2 — 2271} respec-
tivamente, donde w(f @ la) denota el peso de Hamming de la funcién
booleana f(x) @ la(x) y la(x) es la funcion lineal definida por a € Z7.
Combinando los 4 minterms de 2 variables con las funciones de maximo
o minimo peso de 4 funciones bent de n variables obtenemos una funcién
bent de n + 2 variables. Dado que no resulta facil contar el nimero de
funciones bent obtenidas con dicha construccién, proporcionamos una
cota inferior de dicho nimero.

Palabras clave: Funcién booleana, funcion lineal, no linealidad, funcién
bent, minterm, soporte, funcion de méximo peso, base de Gauss-Jordan

1 Introduccién

Las funciones booleanas se utilizan en diferentes aplicaciones criptograficas
tales como cifradores en bloque, cifradores en flujo, funciones hash [7,10,25], en
teoria de codigos [5,22], entre otras. Con objeto de reducir al méaximo las posi-
bilidades de éxito del criptoanélisis, tanto diferencial como lineal, necesitamos
funciones booleanas que posean buenas propiedades criptograficas. Para un nu-
mero par de variables, las funciones bent son funciones booleanas que poseen la
maxima no linealidad posible asi como la menor autocorrelacion posible [30,32],
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lo cual las hace especialmente apropiadas para resistir los criptoanélisis anterio-
res. Por ejemplo, la implementacién de una S-box necesita funciones booleanas
no lineales para resistir ataques tales como el criptoandlisis diferencial [1,20,27].

El origen de las funciones bent se remonta a un articulo tedrico de McFarland
[24] sobre conjuntos de diferencias en grupos finitos no ciclicos. Posteriormente
Dillon [17] sistematizo y extendié las ideas de McFarland proporcionando una
gran cantidad de propiedades. El nombre bent con el que se conocen estas fun-
ciones se debe a Rothaus [29]; desde entonces estas funciones han sido objeto
de estudio en muchas areas como se desprende de la abundante literatura al
respecto (véase por ejemplo [2,3,4,8,11,12,18,19,21,23,26,28] y las referencias en
ellas incluidas).

Hay diferentes métodos para obtener funciones bent, muchos de ellos basados
en la forma normal algebraica de una funcién booleana y en la transformada de
Fourier (o Walsh) (véase, por ejemplo, [2,11,32]). Sin embargo, para un entero par
n, nosotros [14,15] usamos la representacion clésica de las funciones booleanas a
través de minterms para construir funciones bent de n + 2 variables a partir de
algunas funciones bent de n variables.

Tanto el uso de la forma normal algebraica como el de la tabla de verdad
(equivalentemente, la expresion como suma de minterms), tienen sus ventajas y
desventajas. Por ejemplo, la forma normal algebraica de una funciéon booleana
f(x) de n variables proporciona directamente su grado y, si es mayor que n/2
se puede asegurar que f(x) no es una funcién bent (véase [29]); sin embargo,
no conocemos la cardinalidad de su soporte (es decir, el nimero de minterms).
Por otro lado, si conocemos la tabla de verdad de f(x), sabemos si su soporte
tiene el niimero necesario de minterms o no para ser una funciéon bent, pero no
conocemos su grado.

Cabe destacar que no existe un método que permita generar todas las fun-
ciones bent, excepto para algunos casos particulares. Por ejemplo, para n = 2
solamente hay 8 funciones bent; para n = 4 s6lo existen 896 funciones bent y
para n = 6, Chang [13] prob6 que el nimero de funciones bent es 5425430 528.
Sin embargo, su clasificaciéon o determinacién para n > 8 contintia siendo un
problema abierto. Como comentamos al final de la seccién 2, nosotros estamos
intereados en la obtencién del numero de funciones bent distintas que podemos
construir y no en el numero de clases de funciones afinmente equivalentes.

El resto del articulo esta organizado como sigue. En la secciéon 2 introducimos
algunos conceptos bésicos, la notacién que utilizaremos a lo largo del articulo
y algunos resultados de [14] necesarios para el seguimiento de este articulo,
que puede ser considerado como la segunda parte de aquel. En la seccion 3
introducimos los resultados que nos proporcionaran una cota inferior del niumero
de funciones bent construidas de acuerdo con la construccién general introducida
en [14]. Finalmente en la seccién 4 presentamos algunas conclusiones.



2 Preliminares

Consideremos el cuerpo binario Zy con la adicién méodulo 2 (denotada por
@) y la multiplicacion moédulo 2 (denotada por yuxtaposicion). Para cualquier
entero positivo n, sabemos que Z3 es un espacio vectorial sobre Zg con la adicién
@ dada por
a@b: (a1®b1,a2®b2,...,an®bn)

para a = (a1,a2,...,a,) ¥y b = (b1,b2,...,b,) en Z5. En ZJ consideramos
también el producto interno

(@,b) = a1b) © azby @ -+ @ anby,
de a y b. Denotamos por e; = (egi), egi), el 653)_1, eg)) € 7% la expansion binaria
de n digitos de ¢, es decir

e P NN R U

Con esta representacion, podemos identificar el vector e; con el entero i y, en
consecuencia, podemos identificar Z3 con Zgn.

Decimos que el conjunto {wu,us,...,u;r} C ZJ es una base de Gauss-
Jordan de cardinalidad % si la matriz cuyas filas son wi,us,...,u; estd en
forma escalonada reducida (vease [9,16]).

Una funciéon booleana de n variables es una aplicacion f : Z§ — Zs. El con-
junto B,, de todas las funciones booleanas de n variables es un espacio vectorial
sobre Zs con la adicién usual de funciones @ dada por

(fog)(x) = f(x)®g(x), para f,g€c B,.

Si f € B, llamamos tabla de verdad de f a la (0, 1)-secuencia de longitud
2" dada por
Ef = (f(eO)a f(el)a ey f(Eanl)).

La tabla de verdad de una funcién booleana queda perfectamente determinada a
partir de sus minterms. Un minterm en las variables x1, xo, ..., z, es la funcién
booleana dada por

My um,un) (1, T2, Tn) = (1@ U1 D 1)(1 S ug @ 2) -+ (1S up O xy).
Para i = 0,1,2,...,2" — 1, es evidente que me,(x) = 1 si y solo si x = e;.
Cuando no haya lugar a confusion, escribiremos m;(x) en lugar de me, (x). Por

tanto, la tabla de verdad

(mi(eo), mi(er), ..., mi(ezn_1))

de m;(x) tiene un 1 en la i-ésima posicion y 0 en las restantes. En consecuencia,

@ m;(x) = 1. (1)



También, como m;(x) = m;(x) siy sélo si ¢ = j, podemos identificar el minterm
m;(x) con el entero i (o con el vector e; segin convenga).
Ahora, para cualquier f € B,, es facil comprobar que

2" —1

f@) = @ fle:) mi(x) (2)
=0

y como la igualdad

2m—1

@ a; mi(x) =0

i=0
implica a; = 0 para i = 0,1,2,...,2" — 1, podemos afirmar que el conjunto
{mg, m1,ma,...,man_1} es una base de B,.

Llamamos soporte de f al conjunto
M={a€Zj|fla)=1} o M=/{i€Zy | fle)=1}

de acuerdo con la expresion (2) y la identificacion de Z% con Zgn. Asi, M es el
conjunto de minterms de f(x). De esta forma, podemos escribir la expresion (2)

como
f(@) = @ mila)
ieM
donde M es un subconjunto de Z5 o de Zgan, segin convenga.

El peso de Hamming, o simplemente peso de una (0, 1)-secuencia «, que
denotamos por w(), es el nimero de 1 de . El peso de Hamming de una funcion
booleana f(x), que denotamos por w(f), es el peso de Hamming de su tabla de
verdad £;; es decir, w(f) = w(§;) vy, en consecuencia, w(f) es el nimero de
minterms en la expresion de f(x) como suma de minterms, o equivalentemente,
el cardinal del soporte de f(x).

Decimos que f € B, es una funcién afin si

f(@) =la(z) Db

donde a € Z%, b € Zo y lo(x) = (a,x). Si b = 0, decimos que f es una funcién
lineal.
Definimos la no linealidad de una funciéon f € B,, como

NL(f) = min{d(f,¢) | » € As}

donde A,, C B,, es el conjunto de todas las funciones afines y la distancia d(f, g),
para f,g € B,, esta definida como d(f,g) = w(f @ g). La no linealidad de f esta
acotada superiormente (véase [32]) por

NL(f) <2t —23-1,

Llamamos funciones bent a las funciones booleanas que alcanzan la méaxima
no linealidad (véase [32]). Por tanto, las funciones bent solamente existen para
n par.

El resultado siguiente (véase [31,32]), que enunciamos para futuras referen-
cias, proporciona una caracterizacion de las funciones bent.



Teorema 1. Sea f(x) una funcion booleana de n variables. f(x) es una funcion
bent si y sdlo si el nimero de 1 de la tabla de verdad de la funcion booleana
f(x) @ la(x) es 271 £ 2571 para todo a € Z3.

Como consecuencia del teorema anterior, si f(x) es una funcién bent, enton-
ces el numero de 1 de su tabla de verdad es 27! +2%~1, o equivalentemente,
w(f) =2""1 42571 Ademés, 1 ® f(z) y f(x) ® lo(x) son funciones bent, para
todo a € Zj.

Supongamos que f() es una funcion bent de n variables, entonces, de acuer-
do con el teorema 1, podemos afirmar que w(f @ lg) = 2"~! £23~! para todo
a € Zy, lo cual motiva la definicién siguiente.

Definicién 1. Sea f(x) una funcién bent de n variables. Llamamos funcién
de maximo peso de f(x) a la funcion

donde
Mt ={acZi|w(fdly)=2""1+22"1}

es el conjunto de maximo peso de f(x).
Anélogamente, llamamos funcién de minimo peso de f(x) a la funcién

@)= P mal)

acM~—

donde
M~ ={acZ|w(f®ly)=2""-22"1}

es el conjunto de minimo peso de f(x).

Notemos que al ser f(x) una funcién bent, por el teorema 1 y la expresion
(1) tenemos que

[rx) =1 f" (), 3)

es decir, la funcién de minimo peso de f(x) es la funcién complementaria de la
funcién de maximo peso de f(x).
Notemos también que, en general, f* # f # f~,

w(ff) A2 425y w(f) g2t —2E

como ponemos de manifiesto en la tabla 1 que muestra la relacion entre f, f+
y f~ cuando f recorre el conjunto formado por las ocho funciones bent de 2
variables.

Para una funcién bent f(x) de n variables, en [14] introdujimos la funcién
fT(x) como f*(x), la lamamos funciéon dual de f(zx) y probamos que también
era una funcién bent. Los resultados siguientes recogen, para futuras referencias,
los resultados mas importantes de dicho articulo.



f /T f-
mo mi1 & ma ® ms mo
mi ma mo © m1 O me
ma mi mo D ma © ms
ms ms mo & m1 dms

mo © mi1 B ma
mo & mi1 @& ms
mo & ma @& ms

mo D mi1 & me
mo & ma @& ms
mo & m1 D ms

m1 @ ma @D mg mo m1 @D ma ® ms

Tabla 1. Funciones de maximo y minimo peso de las ocho funciones bent de 2 variables

Teorema 2 (Teorema 2 de [14]). Si f(x) es una funcién bent de n variables,
entonces su funcion de mdximo peso fV(x) también es una funcion bent de n
variables.

Teorema 3.

1. (Corolario 1 de [14]). Sea f(x) una funcion bent de n variables. Si g(x) =
1® f(x), entonces g™ (x) =1 fH(x).

2. (Corolario 2 de [14]). Si f(x) es una funcion bent de n variables, entonces
(@) = f(@).

3. (Corolario 3 de [14]). Sean f(x) y g(x) funciones bent de n variables. Si

F(®@) # g(), entonces 1+ (z) £ g* (x).
Teorema 4 (Teorema 3 de [14]). Sean fo(x), fi(x), fo(x) y f3(x) cuatro

funciones bent de n variables (no necesariamente distintas) tales que

Jo(z) @ fi(x) @ fo(x) @ fa(x) = 1. (4)

Si (i0,11,12,13) es una permutacion de (0,1,2,3) e y = (y1,y2) es un vector de
dos variables, entonces

F(y, ) = miy(y) f (&) © mi, (y) fi (2) @ mi, (y) £ (@) © mi, (y) f5 ()
es una funcion bent de n + 2 variables.

Notemos que como consecuencia de la expresion (3), los resultados anteriores
son también vélidos si cambiamos las funciones de peso maximo por las corres-
pondientes funciones de peso minimo.

Determinar todas las cuaternas (fo(), f1(x), f2(x), f3(x)) de funciones bent
de n variables que satisfacen la expresion (4) no es facil. Sin embargo, si f(x) y
g(x) son funciones bent de n variables, entonces las cuaternas

(f(@), f(z), f(x),1& f(x))
(f(@), f(x), 9(x),1 & g(x))

satisfacen, evidentemente, la expresion (4) con lo que tenemos el resultado si-
guiente.

()
(6)



Teorema 5.

1. (Corolario 4 de [14]). Si f(x) es una funcién bent n variables e i €
{0,1,2, 3}, entonces

Ap(y, @) = [T () & mi(y)

es una funcion bent de n + 2 variables.
2. (Corolario 5 de [14]). Si f(x) y g(x) son funciones bent de n variables e
(ig,11,1%2,13) es una permutacion de (0,1,2,3), entonces

Byg(y, ) = (miy(y) ® my, () [T (x) © my, (y)g™ (x) @ my, (y) (1B g™ ()
es una funcion bent de n + 2 variables.

Ahora, si en el teorema 5.2 exigimos que g(xz) # f(x) v g(x) # 1 & f(=x),
entonces todas las funciones bent construidas de acuerdo con el teorema 5 son
distintas entre si. Por tanto, si denotamos por v, el nimero de funciones bent
de n variables, tenemos que

6v2 — 8v, (7)

es el namero de funciones bent de n + 2 variables que podemos construir de
acuerdo con el teorema 5 (vease [14, pagina 15]).

Fuera de los casos particulares proporcionados por el teorema 5 resulta difi-
cil contar cuantas cuaternas (fo(x), f1(x), f2(x), f3(x)) de funciones bent de n
variables satisfacen la expresion (4), excluidas las correspondientes a las expre-
siones (5) y (6) y, por tanto, resulta dificil contar cuéntas funciones bent de 1+ 2
variables distintas proporciona el teorema 4. En la seccién siguiente establecere-
mos una cota inferior de dicho ntimero que, a partir de ahora, denotaremos por
Wn-

Antes de pasar a la seccién siguiente, recordemos que dos funciones boolea-
nas f(x) y g(x) son afinmente equivalentes si existe una matriz invertible
A de tamano n X n y un vector a € Z§ tales que g(z) = f(xA® a) y en tal
caso (vase por ejemplo [6]) g(x) es bent si y solo si f(x) lo es. En consecuen-
cia, muchos autores trabajan en el problema de encontrar el nimero de clases
de funciones afinmente equivalentes y sus representantes. Sin embargo, nosotros
estamos interesados en el problema de obtener el nimero de funciones bent dis-
tintas que existen o que podemos construir, ya que el hecho de que dos funciones
bent sean afinmente equivalentes no implica que sean distintas como ponemos
de manifiesto en el ejemplo siguiente.

Ejemplo 1. Consideremos la funcién bent
f(@®) = mo(x) ®mi(x) ®ma(x) ®my(x) ®mg(x) ®mys(x)
de 4 variables, la matriz invertible

0001
0011
0101
1110

A:



y el vector @ = (0,0,0,1). Es facil comprobar que las funciones f(xA @ a) y
f(x) tienen la misma tabla de verdad y, en consecuencia, que son iguales.

3 Resultados principales

Sean f(x) y g(«) funciones bent de n variables, supongamos que a,b € Z%
y consideremos las cuaternas de funciones bent

(f($)’ f($) D la(m)a g(w) D lb($)’ 1o g(m) D la@b(x)) . (8)

Como lagp(x) = lo(x) @ lp(x), es evidente que dicha cuaterna satisface la ex-
presion (4). Antes de continuar, notemos que si tomamos a = b = 0, entonces
las cuaternas (5) y (6) son un caso particular de la cuaterna anterior cuando
g(x) = f(x) y g(x) # f(x) respectivamente. Por tanto, s6lo necesitamos consi-
derar los dos casos siguientes (justificaremos esta afirmacion méas adelante).

Teorema 6. Sean a,b € Z5 \ {0} con a # b. Si f(x) es una funcion bent de n
variables e (ig,11,12,13) es una permutacidn de (0,1,2,3), entonces

Cran(ys) = miy (W) (@) © mi, (y)(f @ la)* ()
& mix () © 1) (@) & miy (1) (10 (f © laos) (@)

es una funcion bent de n + 2 variables.

Teorema 7. Sean a,b € Z4 \ {0} con a # b. Si f(x) y g(x) son funciones
bent de n variables tales que f(x) # g(x) e (ig,i1,12,13) es una permutacion de
(0,1,2,3), entonces

Df)g)a)b(y7 CL‘) = My (y)f+(:c) ®my, (y)(f D la>+($)
& mi(y)(9© )" (@) &mi, () (16 (96 lass) " ()
es una funcion bent de n + 2 variables.

Notemos que no todas las funciones bent proporcionadas por el teorema 6
son distintas entre si como ponemos de manifiesto en el ejemplo siguiente.

Ejemplo 2. Supongamos que n = 2, consideremos los vectores a =1 = (0,1) y
b=2=(1,0), la funcién bent f(x) = mq(x) ®ma(x)®ms(x) y la permutacion
(0,2,1,3) de (0,1,2,3). Entonces

li(z) = mi(z) @ ms(x), l2(x) = ma(x) @ ms(x) y liez(x) = mi(x) ® ma(x)
y, de acuerdo con el teorema 6 y la tabla 1, tenemos que

Crap(y, ) =mo(y)f* (@) ®ma(y)(f )" (z)
emi(y)(f &) (@) emy) (16 (f o) (@)



= mo(y)mo(x) © ma(y)ma(z) © mi(y)mi(z) © mz(y) (1 © ms(x)).

Por otro lado, si considereamos los vectoresu =1 = (0,1) yv =3 = (1,1), la
funcion bent g(x) = ma(x), y la permutacion (1,0,2,3) de (0, 1,2, 3), entonces,
procediendo como en el caso anterior tenemos que

Coan (@) = m1(y)g* (@) & mo(y)(g © ) ()
Ema(y)(g@ls) (@) &ms(y) (16 (90 12) (@)
= ma(y)ma (@) & mo(y)mo(®) & ma(y)ms (@) & ms(y) (16 ms(@))
que evidentemente coincide con Cf 4 4(y, ).

Notemos que en el ejemplo anterior {1,2} y {1, 3} son bases del mismo subes-
pacio vectorial {0, 1, 2,3} de Z%. Con el fin de evitar esta situacion, considerare-
mos solamente vectores a, b € Z tales que {a, b} es una base de Gauss-Jordan
de Z3 de cardinalidad 2. El resultado siguiente establece que las funciones bent
construidas de acuerdo con el teorema 6 son distintas dos a dos si {a, b} es una
base de Gauss-Jordan de Z7 de cardinalidad 2.

Lema 1. Sean f(x) y p(x) dos funciones bent de n variables. Supongamos que
Ctap(y,z) es la funcion bent de n + 2 variables construida de acuerdo con el
teorema 6 utilizando f(x), la base de Gauss-Jordan {a,b} de 73 de cardina-
lidad 2 y la permutacion (ig,i1,42,13) de (0,1,2,3). Supongamos también que
Cpuw(Y, ) es la funcion bent de n + 2 variables construida de acuerdo con el
teorema 6 utilizando p(x), la base de Gauss-Jordan {u,v} de Z3 de cardina-
lidad 2 y la permutacion (jo, j1,72,73) de (0,1,2,3). Si f(x) # p(x), entonces
Cf,a,b(y, 33) 7é C U,V (y7 33)

Demostracion. Si €y n son las tablas de verdad de f(x) y p(x) respectivamente,
entonces las tablas de verdad de C'f o 5(y, ) ¥ Cp u,0 (Y, &) tienen cuatro bloques
(no necesariamente en dicho orden y no necesariamente el mismo orden para las
dos):

Crap: €7 (E®A)T (E@A)T 10 (€ Agar)’
Cpuw: nt me Au)+ (mo Av)+ 1ome Au@v)+

donde Ay, Ap, Aagb, Au, Ay ¥ Auge son las tablas de verdad de las funciones
lineales I, (), Ip(x), lags(x), lu(x), ly(x) ¥ luge(x) respectivamente, y 1 es la
tabla de verdad de la funcién constante 1.

Si Cfab(y,x) = Cpuv(y, ), entonces los cuatro bloques de la segunda fila
son una permutacion de los cuatro bloques de la primera fila. Ahora bien, si
consideramos los 4! casos correspondientes a dichas permutaciones obtenemos,
utilizando el teorema 3, que f(x) = p(x), o que l.(x) = 1 para algin ¢ € Z}
que depende de los vectores a, b, u y v, o que

(u,v) € {(a,a®b),(b,a®b),(a®b,a),(adb,b)}. (9)



En cualquier caso tenemos una contradiccion ya que f(x) # p(x) por hipoétesis,
le(x) # 1 para todo ¢ € ZY, y si se satisface la relacion (9), entonces {a,b} y
{u, v} no pueden ser simultaneamente bases de Gauss-Jordan de cardinalidad 2.
En consecuencia, Cf.a,6(Y, ) # Cpu,o(Y, ). 0

Ahora, como consecuencia inmediata del lema anterior tenemos el resultado
siguiente que establece el nimero de funciones bent de n + 2 variables distintas
que podemos construir de acuerdo con el teorema 6.

Teorema 8. Si v, es el numero de funciones bent de n variables, entonces el
nimero de funciones bent de n + 2 variables distintas que podemos construir

utilizando el teorema 6 es
4! /2m —1 (10)
— Vp.
3 2 "

Demostracion. De acuerdo con el lema 1, utilizando el teorema 6 podemos cons-
truir 4!y, N (n, 2) funciones bent de n+2 variables, donde N (n, 2) es el numero de
bases de Gauss-Jordan de Z} de cardinalidad 2. Ahora bien, como cada subes-
pacio vectorial de dimensién 2 de Zj tiene una tdnica base de Gauss-Jordan
de cardinalidad 2, tenemos que N (n,2) coincide con el ntimero de subespacios
vectoriales de Z de dimension 2; por tanto (véase [33, pagina 46])

CEer-nEt-2) 127 -1
N(”’2)_(22—1)(22—2)_3< 2 )

con lo que la expresion (10) representa el nimero de funciones bent de n + 2
variables distintas que proporciona el teorema 6. a

Igual que ocurria con el teorema 6, tampoco todas las funciones bent cons-
truidas de acuerdo con el teorema 7 son distintas entre si como ponemos de
manifiesto en el ejemplo siguiente.

Ejemplo 3. Supongamos que n = 2, consideremos los vectores a = 1 = (0,1)
y b =2 = (1,0), las funciones bent f(x) = mo(x) y g(x) = 1 d ms(x), y la
permutacién (0,1,2,3) de (0,1,2,3). De acuerdo con el teorema 7 y la tabla 1
(véase también el ejemplo 2 para las funciones l; (x), l2(x) y l3(x)), tenemos que

Digas(y:@) = mo(y)f*(@) & ma(y)(f & )" (@)
emi(y)(gel) (@ em(y) (16 (o) (@)

= mo(y) (m1(x) & ma(x) © ms(z))
@ (m1(y) ® ma(y)) (mo(x) & ma(x) © ms(x)) ® ms(y)mo(z).
Por otro lado, si considereamos los vectores u = 1 = (0,1) y v = 3 =
(1,1), las funciones bent p(x) = mg(x) ® mi(x) & ms(x) y q(x) = ms(x), y
la permutacion (1,0, 3,2) de (0,1,2,3), entonces, procediendo como en el caso
anterior, tenemos que

Dy gunw(y,T) = ml(y)p+ () ©@mo(y)(p @ ll)+(m)



& ms(y)(a ®ls)* (@) & maly) (16 (40 12) " (@)

= mo(y) (m1(x) © ma(x) © m3(x))
@ (m1(y) © ma(y)) (mo(x) © ma(x) ® my(x)) © ms(y)mo(e)

que evidentemente coincide con Dy g 0 6(Y, ).

Notemos que en el ejemplo anterior se satisfacen las igualdades

g@)=fx)dls(z) vy q@) =p(x)®la(z)d 1.

Por tanto, para evitar estas situaciones, en la construccion de las funciones
D¢,4.a,6(y,x) proporcionadas por el teorema 7 supondremos siempre que

g(x) # f(x) ®le(x) D e, paratodo (c,c) € ZY X Zo.

El resultado siguiente, cuya demostracion es similar a la del lema 1 y que por
tanto omitimos, establece que las funciones bent construidas de acuerdo con el
teorema 7 son distintas dos a dos cuando las funciones f(x) y g(x) satisfacen la
desigualdad anterior.

Lema 2. Supongamos que f(x), g(x), p(x) y q(x) son funciones bent de n
variables tales que

9(@) # f(@) @ (@) ® ¢ y q(x@) # p(@) © lo(@) @ ¢, para todo (c,¢) € Z x Ls.

Supongamos que Dy g q6(y,x) es la funcion bent construida de acuerdo con el
teorema 7 utilizando las funciones bent f(x) y g(x), los vectores a y b de Z}
(con a # b) y la permutacion (ig,i1,12,13) de (0,1,2,3). Supongamos también
que Dy guv(Y,x) es la funcion bent construida de acuerdo con el teorema 7
utilizando las funciones bent p(x) y q(x), los vectores u y v de Z3 (conu #v) y
la permutacion (jo, j1, j2, j3) de (0,1,2,3). Si f(x) # p(x) y f(x) # p(x)Slu(z),
entonces Dy g o p(Y, ) # Dp gun(Y, ).

Ahora, como consecuencia inmediata del lema anterior tenemos el resultado
siguiente que establece el nimero de funciones bent de n + 2 variables distintas
que podemos construir de acuerdo con el teorema 7.

Teorema 9. Si v, es el numero de funciones bent de n variables, entonces el
nimero de funciones bent de n + 2 variables distintas que podemos construir
utilizando el teorema 7 es

2" =1\ vy 1 vy

4!( , >2n(2n+1—1). (11)
Demostracion. Como consecuencia del lema 2 podemos elegir f(x) de v, /2"
formas distintas y, una vez fijada f(z), podemos elegir g(x) de v, /2" — 1
formas distintas. Por otro lado, puesto que podemos elegir los vectores a y b de
(2n2_1) formas distintas y dado que hay 4! permutaciones distintas de (0, 1,2, 3),
tenemos que la expresion (11) representa el nimero de funciones bent de n + 2
variables distintas que proporciona el teorema 7. a




El resultado siguiente, cuya demostraciéon es andloga a la de los lemas 1
y 2 y que por tanto omitimos, establece que ninguna de las funciones bent
construidas de acuerdo con el teorema 6 coincide con ninguna de las funciones
bent proporcionadas por el teorema 7 y viceversa.

Lema 3. Supongamos que f(x), p(x) y q(x) son funciones bent de n variables
tales que
q(x) #p(x) ®lc(x) D c para todo (¢, c) € Zy x Zs.

Supongamos que Cy q5(y, ) es la funcion bent construida de acuerdo con el teo-
rema 6 utilizando la funcion bent f(x), la base de Gauss-Jordan {a,b} de Z3 de
cardinalidad 2 y la permutacion (ig,i1,12,13) de (0,1,2,3). Supongamos también
que Dy g (Y, ) es la funcidn bent construida de acuerdo con el teorema 7 uti-
lizando las funciones bent p(x) y q(x), los vectores u y v de Z% (conu #v) yla
permutacion (jo, j1, j2, js) de (0,1,2,3). Entonces Ct.qp(Y, ) # Dp.guv(Y, ).

Ahora, como consecuencia del lema 3 y de los teoremas 8 y 9 podemos enun-
ciar el resultado siguiente que establece el nimero de funciones bent de n + 2
variables distintas que podemos construir de acuerdo con los teoremas 6 y 7.

Corolario 1. Si v, es el numero de funciones bent de n variables, entonces el
nimero de funciones bent de n + 2 variables distintas que podemos construir
utilizando los teoremas 6 y 7 es

2n -1 1 1 v
41 (5450 (5o 1) )
(2 v )
Demostracion. Basta sumar las expresiones (10) y (11) para obtener el resul-

tado ya que, por el lema 3, las funciones bent construidas de acuerdo con los
teoremas 6 y 7 son distintas entre si. a

Finalmente, tal como habiamos anunciado al inicio de la seccién, cualquier
otra posible eleccion de los vectores a y b, o de las funciones f(x) y g(x), puede
ser reducida a uno de los casos considerados en los teoremas 5, 6 y 7 (junto con
las condiciones adicionales del lema 2). Por ejemplo:

— Sia=0yb+#0, entonces la 4-tupla de la expresion (8) se convierte en

(f (@), f(@), 9(x) & lp(),1 & g() & lp(z))

que corresponde al teorema 5.1 si f(x) = g(x) @ lp(x), o al teorema 5.2 si

f(@) # 9(z) @ lp(@).

— Sia#0yb=0, entonces la 4-tupla de la expresion (8) se convierte en

(f(@), f(®) ® la(2), g(®),1 ® g(®) © la())

que corresponde al teorema 5.1 si g(x) = f(x), g(x) = 1 & f(x), g(x) =
f(@) @ la(x) 0 g(x) = 1 & f(x) ® lg(x); 0 al teorema 7 (junto con las
condiciones adicionales del lema 2) si g(x) # f(x), g(x) # 1 f(x), g(x) #
f@) & la(w) 0 g(w) 16 f(2) © la(w).



Mediante un razonamiento anélogo al utilizado en los lemas 1, 2 y 3, po-
demos probar que ninguna de las funciones bent construida de acuerdo con el
teorema 5 puede ser obtenida por los teoremas 6 y 7 y viceversa. Por tanto, como
consecuencia del corolario 1 tenemos el resultado siguiente.

Corolario 2. Si v, es el nimero de funciones bent de n variables y w, es el
nimero de 4-tuplas de funciones bent que satisfacen la ecuacion (4), excluyendo
las correspondientes a los casos contemplados en el teorema 5, entonces

on 1 1 1 v,
> =+ — —1) .
“ —< 2 )V (3+2n (2n+1 )

Finalmente, de la expresion (7) y el corolario anterior tenemos que el teore-
ma 4 proporciona, al menos,

2" —1 1 1 v,
2 n

funciones bent de n+2 variables distintas. Asi, nuestra construccién proporciona
512 funciones bent de 4 variables, 9372608 funciones bent de 6 variables y
345031196 824 408 177 152 funciones bent de 8 variables. Como no conocemos el
valor de vg, no podemos determinar el nimero de funciones bent que podemos
construir.

4 Conclusiones

En [14] presentamos un método general para obtener funciones bent de n + 2
variables a partir de 4 funciones bent fo(x), f1(x), f2(x) v f3(x) de n variables
que satisfacen la condicion expresada por la ecuacion (4). En este articulo hemos
introducido una familia de cuaternas de funciones bent de n variables que satis-
facen dicha condiciéon y establecido el nimero de funciones bent de n+2 variables
que podemos construir a partir de dichas cuaternas, obteniendo, en consecuen-
cia, una cota inferior del numero de funciones bent que se pueden obtener a
partir del método general introducido en [14].
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